C) Exponencialni a logaritmické funkce a rovnice

§1. Exponencialni funkce

Def.: Necht a 0 R*-{1}. Pak funkci f: y = @* nazyvame exponencidlni funkci o zakladu a.

Pozn.: a) D(f) = R
b) OxUR:fix)>0=>H(@ =R"
¢) Oa O R*-{1}: a’ = 1 => graf kazdé exponencidlni funkce prochazi bodem [0,1]

Necht f: y=a*, a O R*-{1}je exponencialni funkce. Pak plati:
1) fneni ani sud4 ani licha
2) a > 1 => fje rostouci
0<a<1=>fjeklesajici
fje vidy ryze monoténni (tedy prostd) >
3) fje zdola omezena =~ o R R
4) fnema extrémy
5) fneni periodicka

Pozn.: Uvazujme piimku p : y = x + 1. Hledame zaklad a funkce f: y = a" tak, aby p byla
te¢na ke grafu funkce f. vt /

ProtoZe graf obou funkci prochdzi bodem [0;1], je 2
tento bod i bodem dotyku. Hledanym zakladem je tzv.

Eulerovo ¢islo, znaci se e = 2,71828182845904523... —————— —
(e je iraciondlni). Budeme tedy pséat f:y=¢" a
prirozend exponencidlni funkce =

[e =1lim(1 +l)”]
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§2. Exponencialni rovnice

Pozn.: Exponencidlni rovnici rozumime rovnici s nezndmou v exponentu.
Resi se zpravidla na zaklad€ nasledujici véty.

Ua O R+-{1}, Ox;, x> UR: a =a”<=> X;=X2
[Dk.: Plyne bezprostiedné z toho, Ze exponencialni funkce je prosta]
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§3. Logaritmicka funkce, logaritmus

Nakreslete grafy inverznich funkci k funkcim f* a popiste jejich vlastnosti.

. 1y )
a)f:y=2" f':y=log,x b)g:y=[5j gliy=log, x
2

=D(g ) =R’

0 .. PR TI
[, g " neni ani sudé ani licha
N L, - s .
J -rostoucti, g — klesajici
] -1 P o TR IS
[, g ' neomezené, bez extréml, neperiodické

Necht a 0 R*-{1}. Pak inverzni funkci k exponenciélni funkci f: y = a* nazyvame
logaritmickou funkci o zékladu a, zapisujeme f Toy= log , x.

a)D(f ) =H({) =R*, HFf )=D( =R
b) Graf kazdé logaritmické funkce prochazi bodem [1,0].

Necht f:y=1log.x, Oa O R*-{1} je logaritmick funkce. Pak plati:
1) fneni ani licha ani suda
2)proa>1 ... fje rostouci
pro all (0; 1) ... fje klesajici
3) fje vidy prosta
4) fneni omezena ani shora ani zdola
5) fnema extrémy
6) fneni periodicka

Necht' f: y =1log ,x, a 0 R*-{1}, je logaritmick4 funkce a x, 00 D(f). Pak &islo f{ x,)

nazyvame logaritmem ¢isla x, 0 zékladu a.

Plati tedy, Ze: log . b=c<=>d"=b

Vlastnosti logaritmt

OaOR-{1}: a) OxOR" ¢ =x
b) OxUR:log,a" =x
[Dk.: a) logax=r<:> a =x b) a’ :}"<:>10ga r=x

log, x

a =a =x log,a* =log,r=x]

Oa0OR*-{1}, Ox,x,0R": log, x, =log, x,<=>x, = x,
[Dk.: Plyne z toho, Ze logaritmicka funkce je prostd]

Oab,cOR", azl,b#1:a) log,b. log, c=log, c
b) log b. log, a=1



Pozn.: a) V.3.4.a) se vyuZiva k vypoctu logaritmi, nebot’ plati: log, ¢ =

Pozn.:
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Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

log, c

log, b
totiz a = 10, dostavame tzv. dekadické logaritmy, které oznacujeme jen log
(log,, x =logx) ahodnoty najdeme v tabulkach.

1
log, a

. Polozime-li

b) V.3.4.b) se ¢asto pouzivd ve tvaru log, b =

OaOR*-{1},0 xJR" a) log, x=-log, x

a

b) log, 1 —-log, x
x

Oa0R-{1}, 0x,yUR", OrJR:
a) log, (xy) =log, x+log, ¥y
b) loga(fj =log, x—log, y
y
c) log, x" =r.log, x

Zapisy mocnin: n LU N : log, x" = log{x.x...xj

log". x =log, x.log, x...log, x

n

Dekadicky a pfirozeny logaritmus

Necht’ x L] R*. Dekadickym logaritmem ¢&isla x rozumime jeho logaritmus o zékladu
10. Zapisujeme log x.
Funkce f: y = log x je rostouci.

Kazdé realné kladné &islo m (m U R”) Ize jednoznaéné vyjadtit ve tvaru m = m, . 10,
kde m, U (1;10), c U Z.

Necht m [J R". Pak plati: logm =logm, +c, kde logm, 1(0;1), ¢ Ll Z, pfi¢emZ toto
vyjadreni je jednoznacné.

Necht m [J RY, logm =logm, +c, kde logm, [1(0;1), ¢ U Z. Pak &islo log m,
nazyvame mantisou a ¢islo ¢ charakteristikou Cisla log m.

a) 251,8 =>log 251,8 = log 2,518 + 2
b) 0,0008 =>1log 0,0008 = log 8 -4

Necht x LI R. Pfirozenym logaritmem ¢isla x rozumime logaritmus o zakladu e-
Eulerovo ¢islo (e = 2,718). Zapisujeme In x.

Funkce f: y = In x je rostouci a plati: In x = 10 ol log e = 0,434294
oge

logx =% 1 10 = 2,302585
In10



§4. Logaritmické rovnice

Pozn.: a) Logaritmickou rovnici nazyvame rovnici, kde se neznama vyskytuje

v logaritmickém vyrazu (termu).
b) Logaritmické rovnice se fesi na zaklad¢ V.3.3., piipadn¢ dalSich vét o logaritmech.

c) Nékteré exponencialni rovnice se fesi logaritmovanim.
d) ProtoZe mnohé dpravy pfti logaritmovani nejsou ekvivalentni (rozdil je v defini¢nich

oborech plivodni a upravené rovnice), je titeba vZzdy provadét zkousku (nebo fesit
rovnici v predem ur¢eném defini¢nim oboru)!

§5. Exponencialni a logaritmické nerovnice a soustavy
exponencialnich a logaritmickych rovnic

Pozn.: Exponencialni a logaritmické nerovnice se fe$i pomoci nasledujicich dvou vét, které
plynou z V.2.1, V.3.3 a vlastnosti exponencialni a logaritmické funkce.

OaOR™{1}, Ox,x,JR:a)proa>1:a" <a®<=> x, <x,
b)pro all (0;1): a™ <a™<=> x, >x,

OaOR*-{1}, Ox,x,0 R a)proa>1: log, x, <log, x,<=> x, < x,
b) pro all (0;1) : log, x, <log, x,<=> x, > x,



